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基于三阶牛顿–埃尔米特插值全离散法的铣削稳定性预测*

黄 超 1,2，杨文安 2，黄久超 1，解菲菲 1，杨有成 1

（1. 上海航天精密机械研究所，上海 201600；  
2. 南京航空航天大学机电学院，南京 210016）

[ 摘要 ]  铣削加工过程中的颤振通常会导致加工零件表面质量差、刀具磨损加剧，甚至会降低数控机床寿命。针对

基于再生颤振理论构建的铣削动力学模型，提出了一种三阶牛顿 – 埃尔米特插值全离散法来预测铣削稳定性。考虑

再生颤振的动态铣削过程可以表示为时滞微分方程组，运用三阶牛顿插值多项式和三阶埃尔米特插值多项式分别

对积分项中的状态项和时滞项进行拟合，从而推导出转移矩阵。利用 Floquet 理论判断系统的稳定性，进而获得铣

削稳定性叶瓣图。大量仿真结果表明，所提出方法的收敛速度要快于一阶全离散法（1stFDM）和改进三阶全离散法

（3rdUFDM）。在离散数相同情况下，文中方法的局部离散误差最小。此外，在单自由度动力学模型下，文中方法的计

算效率不仅高于 1stFDM 和 3rdUFDM，而且预测精度远好于 1stFDM，稍好于 3rdUFDM。通过切削试验数据表明，所 
提出的方法可高效准确地预测铣削稳定性。
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[ABSTRACT]  In milling processes, chatter usually results in poor surface quality, tool wear and even shorten the life of 
machine tool. In order to build the dynamic model of milling process using regenerative theory, a new full-discretization 
method based on third-order Newton-Hermite interpolation method is proposed in this study. The dynamic milling process 
considering regenerative chatter can be expressed as delay differential equations, then the transition matrix is constructed 
by using third-order Newton and Hermite interpolation of the state item and the time-delay term, respectively. Finally, 
the stability of the system was determined based on the Floquet theory, and the corresponding stability lobe diagrams are 
obtained. The numerical results obtained utilizing extensive simulation indicate that the convergence rate of the proposed 
method is faster than that of the first full-discretization method (1stFDM) and the third-order updated full-discretization 
method (3rdUFDM), and the discrete error of the proposed method is the smallest at the same of the discrete number. In 
addition, for single degree of freedom dynamic model, the proposed method is more efficient than the 1stFDM and the 
3rdUFDM, and the computation accuracy of the proposed method is better than that of the 1stFDM and the 3rdUFDM. The 
experimental results show that the proposed method is effective for predicting the milling stability.
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铣削作为一种高效的切削加工方法，具有加工精度

高、材料去除率大和加工成本低等优点。在铣削过程中，

主要存在的振动形式有自由振动、受迫振动及自激振

动，其中自激振动中的再生颤振是引起加工过程不稳定

的主要因素 [1–2]。铣削颤振通常会导致加工零件表面质

量差、刀具磨损加剧以及数控机床寿命降低等问题 [3]。

此外，考虑再生颤振的铣削动力学模型可以近似地描述

为时滞微分方程，通过求解时滞微分方程可以获得稳定

性叶瓣图，达到铣削稳定性预测的目的 [4]。因此，如何

快速精确地获取铣削稳定性叶瓣图显得尤为重要。

迄今为止，预测铣削稳定性的方法主要分为数值

法 [5–6] 和解析法 [7–16]。Davies 等 [5] 提出了一种改进的

时域计算方法预测出了小径向切深切削下的额外不稳

定区域。Li 等 [6] 提出了基于 Runge–Kutta 法的铣削稳

定性时域分析方法，但计算效率太低。Altintas 等 [7] 提
出了一种经典的零阶解析方法，但是该方法不能预测小

径向切深切削下的铣削稳定性。Merdol 等 [8] 提出了考

虑了周期力系数矩阵的高阶展开项多频率法，实现了小

径向切深切削下的稳定性预测。Insperger 等 [9] 通过对

时滞项进行离散处理，提出了具有高精度的时域数值稳

定性预测方法。Ding 等 [10–11] 基于直接积分思想提出

了包括一阶全离散法（1stFDM）和二阶全离散法的稳

定性预测方法。全离散法利用线性插值同时逼近时滞

微分方程中的状态项和时滞项，极大提高了方法计算效

率。Ding 等 [12] 随后提出了一种基于牛顿 – 柯特斯公式

的数值积分法，该方法通过直接离散积分方程的积分项

构造出相邻周期的转移矩阵来预测铣削稳定性。随后，

Zhang 等 [13] 在此基础上通过辛普森公式提出了一种全

新的铣削稳定性预测方法。最近，Yan 等 [14] 基于全离

散法，提出了一种改进的三阶全离散法（3rdUFDM），得

到了比一阶、二阶全离散法更高的预测精度和计算效

率。Dai 等 [15] 提出了一种基于黄金比例搜索的改进全

离散方法来预测铣削稳定性，并且引入精细积分法来计

算矩阵指数，极大地提高了该方法的计算效率。Li 等 [16]

利用泰勒公式对非齐次项二次展开，提出了显式精细积

分法预测铣削稳定性。

本文基于再生颤振理论构建的铣削动力学模型，提

出一种高精度、高效率的预测铣削稳定性的三阶牛顿 –
埃尔米特插值全离散法。

1 动力学模型

1.1 单自由度动力学模型

一般来说，考虑再生颤振的单自由度铣削动力学模

型表述为时滞微分方程 [9]：
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式中，m t，ζ和 ωn 分别表示刀具的模态质量、刀具的阻

尼比和自然频率；w 为轴向切削深度；x(t) 为刀具模态

坐标；时滞量 T 等于刀齿切削周期，即 T=60/(NΩ)，N
为刀具齿数，Ω为主轴转速（r/min）；切削力系数 h(t)
表示为：
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式中，Kt 和 Kn 分别为切向和径向切削力系数；ϕj(t) 为第

j 个刀齿转角：

ϕj(t)=(2πΩ/60)t+(j–1)2π/N	 （3）

函数 g(ϕj(t)) 定义为：
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其中，ϕst 和 ϕex 分别是刀齿的切入与切出角。对于顺铣，

ϕst=arcos(2a/D–1)，ϕex=π；对于逆铣，ϕst=0，ϕex=arcos(1–2a/
D)，其中 a/D 为径向切深与刀具直径之比。

令 x(t)=[x(t)  mx. (t)+mζωnx(t)]T，单自由度铣削模型

的状态空间形式为：

x.(t)=A0x(t)+B(t)x(t)–B(t)x(t–T) （5）

式中，
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1.2 双自由度铣削模型

不失一般性，考虑再生颤振的双自由度铣削动力学

模型表述为时滞微分方程 [9]：
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 （6）
式中，m t，ζ和 ωn 分别为刀具的模态质量、刀具的阻尼

比和自然频率；w 为轴向切削深度；并假设它们在 x 和

y 两个方向是相等的，hxx(t)，hxy(t)，hyx(t) 和 hyy(t) 为如下

函数：
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令 x(t)=[x(t)  y(t)  mt x
.(t)+mt ζωn x(t)  mt y

.(t)+mt ζωn y(t)]T。

同样地，双自由度铣削模型的状态空间形式为：

x.(t)=A0x(t)+B(t)x(t)–B(t)x(t–T) （8）
其中，
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2 三阶牛顿 – 埃尔米特插值全离散法

由前文可知，考虑再生颤振的铣削动力学方程可由

以下 n 维状态空间方表述：
x.(t)=A0x(t)+B(t)x(t)–B(t)x(t–T) （9）

式中，A0 是表示系统时不变性质的常数矩阵，B(t) 为周

期系数矩阵，并满足 B(t+T)=B(t)。
三阶牛顿 – 埃尔米特插值全离散法的第 1 步是将

刀齿切削周期 T 离散为 m 个相等的时间区段，即 T=mτ
（其中 m 为正整数）。在每一个时间区段 kτ≤ t ≤ (k+1)
τ，（k=0，…，m）上，以 xk=x(kτ) 为初始条件，式（9）的响

应可以表示为：
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 （10）
令 f(ξ)=B(ξ)x(ξ)，v(ξ)=B(ξ)x(ξ–T)，式（10）可以等效表

示为
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 （11）

其中，δ=ξ–kτ，δ∈[0，τ]。求解式（11）中的积分项时首

先构造牛顿插值多项式：
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其中，系数 ai（i=0，1，…，n）由插值条件得
Qn(xi)=f(xi)，i=0，1，…，n （13）

由插值条件 Qn(x0)=f(x0) 得：
a0=f(x0)=f[x0] （14）

由插值条件 Qn(x1)=f(x1) 得：
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一般可得：

ai=f[x0，x1，…，xi]，i=0，1，…，n （16）
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称为 f (x) 关于 x0，x1，…，xn 的 n 阶差商。在时间段 [kτ，
(k+1)τ]，状态项 f(δ) 可以通过 fk+1，fk，fk–1 和 fk–2 4 项进行

三阶牛顿插值，并表示为：

f(δ)=a1fk+1+a2fk+a3fk–1+a4fk–2	 （18）
其中，
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fk+1=Bk+1xk+1  fk=Bkxk  fk–1=Bk–1xk–1  fk–2=Bk–2xk–2	 （20）
其中，Bk 表示 B(t) 在时间点 tk=kτ的取值。然后构造埃

尔米特插值多项式，给定 f (x) 在 n+1 个节点 a=x0<x1<…
<xn=b 上的函数值 f (x0)，f (x1)，…，f (xn)，以及一阶导数

值 f '(x0)，f '(x1)，…，f '(xn)。则可在每个小区间 [xi，xi+1]
上构造 3 次埃尔米特插值多项式
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其中，
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所以，在时间区间 [(k–m)τ，(k+1–m)τ] 中，时滞项 v(δ–T)
可通过埃尔米特插值获得：

v(δ–T)=b1vk–m+b2vk+1–m+b2vk+2–m （23）
其中，
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将式（18）~（25）代入式（11），简化的铣削系统表

达式为：
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其中，
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 （28）
基于矩阵指数的加法定理，矩阵指数 T1 可写为
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其中，dt=Δt/2n。为了提高计算精度，一般取 n=20，精细

区段 dt 就已经非常小的区段了 [17]。当 dt 非常小时，可

采用 Taylor 级数展开近似矩阵指数，即
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将式（30）代入式（29），矩阵指数 T1 近似解为
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执行以下运算，
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由式（26）可以构造如下离散映射
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然后，系统在单个时间周期上的状态转移矩阵 Ф 定

义为
Ф=(D1)

–1D2 （34）
最后，根据 Floquet 理论，若系统转移矩阵 Ф 特征值都

小于 1，则系统稳定；否则，系统发生颤振。

3 数值仿真结果分析

3.1 收敛性分析
局部离散误差分析可以反映所提方法近似解收敛



96 航空制造技术·2021年第64卷第8期

研究论文 RESEARCH

速度的快慢。将局部离散误差 ||µ|–|µ0|| 表示为周期离散

数 m 的函数，其中参考值 |µ0| 是 m=500 时采用 1stFDM
得到的特征值的模。以单自由度铣削动力学模型为例，

对本文所提出方法与 1stFDM 和 3rdUFDM 的收敛性进行

分析。本文中数值仿真所采用的仿真参数均与文献 [14] 相
同。切削参数为：切向力系数 Kt=6×108N/m2，法向力系数

Kn=2×108N/m2，径向切深比 a/D=1，主轴转速 Ω=5000r/
min，轴向切削深度 w=0.2mm、0.5mm、0.7mm、1mm。模

态参数：顺铣，刀具齿数 N=2，模态质量 m t=0.03993kg，
模态阻尼 ζ=0.011，固有频率 ωn=922×2π rad/s。本文

所有仿真均在台式机电脑（Inter(R) Core(TM) i5-7400 
CPU, 8GB）上运行，运行平台为 MATLAB 9.2，操作系

统为 Windows 10。
图 1 给出了 1stFDM、3rdFDM 和文中方法在 4 种

不同轴向切削深度时的局部离散误差变化趋势。由图 1
可知，随着离散数 m 的增加，1stFDM、3rdUFDM 和文中

方法的局部离散误差逐渐接近于零。在离散数相同的

情况下，文中方法的局部离散误差最小。比如主轴转速

Ω=5000r/min，轴向切削深度w=0.7mm，离散数m=45时，

1stFDM、3rdUFDM 和文中方法的局部离散误差分别为

0.043，0.014 和 0.003，文中方法的计算精度比 1stFDM
和 3rdUFDM 的计算精度分别提高约 93% 和 79%。在

相同的局部离散误差下，文中方法所需的周期离散数

更小。因此，文中方法的计算效率远远高于 1stFDM 和

3rdUFDM。

文中方法两自由度的局部离散误差变化趋势如图

2 所示。两自由度铣削过程的系统参数取值的大小与

单自由度的参数相同。由图 2 可知，两自由度模型的收

敛速度和单自由度模型的收敛速度一样快，且当离散误

差 m=40 时都接近于 0。
3.2 稳定性叶瓣图

3.2.1 单自由度铣削模型

在单自由度铣削模型中，为了比较稳定性边界的计

算精度，分别使用 1stFDM、3rdUFDM 和文中方法获得

稳定性叶瓣图。将模态参数设置与 3.1 节相同，主轴转

速 5000≤Ω≤10000r/min，轴向切削深度 0≤w≤10mm，

径向比 a/D=1，顺铣，主轴转速与轴向切削深度平面的

网格数为 200×100。当离散数 m 足够大时，1stFDM 获
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图1 1stFDM、3rdUFDM和本文方法收敛速度的比较

Fig.1 Convergence rate comparison of 1stFDM, 3rdUFDM and proposed method
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取的稳定性边界接近于真实值 [10]。因此，取离散数

m=200，1stFDM 获取的稳定性叶瓣图作为参考并在图

中以红色给出。

图 3 给出了在不同离散数下 3 种方法所得的稳定

性叶瓣图与参考曲线的对比结果，同时给出了计算时

间。可知，随着离散数 m 的增加，3 种方法的计算精度

逐渐提高。显然当离散数 m 相同时，文中方法的计算

精度比 1stFDM 和 3rdUFDM 的计算精度都高，而且计

算时间都是最短的。所以，文中方法是一种具有较高的

计算精度和计算效率的铣削稳定性预测方法。

3.2.2 双自由度铣削模型

双自由度铣削过程的系统参数取值的大小与单自

由度的参数相同。周期离散数 m 取为 40，主轴转速与

轴向切削深度平面划分为 200×100 网格点，径向切深

比 a/D=0.05，0.1，0.5 顺铣。在双自由度铣削模型中，

1stFDM、3rdUFDM 和文中方法的铣削稳定性叶瓣图计

算结果和时间列于图 4 中。可知，当 a/D=0.5 时，在没

有损失任何计算精度的前提下，文中方法的计算时间较

1stFDM 缩短 21%，较 3rdUFDM 缩短 9%。故文中方法

是一种更加高效的铣削稳定性预测方法。

4 试验验证

针对本文提出的用于预测铣削稳定性的算法，本节

通过试验对铣削稳定性预测结果进行验证。Gradisek
等 [18] 已经通过试验验证了半离散法的有效性，所以本

次验证试验所用的模态参数和切削试验数据均与文

献 [18] 相同，仿真结果和试验结果如图 5 所示。

可以看出，当径向比 a/D 取 1、0.5 和 0.1 时，文中方

法所获得的稳定性叶瓣图很好地预测出了铣削系统的

稳定区域。对于小径向铣削，即 a/D=0.05，文中方法所

获得的稳定性叶瓣图和试验结果还是吻合的，但是在主

轴转速 11000 ≤ Ω≤ 17000r/min 时预测误差较大，这

可能是由于本文使用的铣削动力学模型没有考虑实际

铣削过程中存在的某些非线性因素，导致上述稳定性叶

瓣图与实际试验之间存在误差。综上可见，本文方法是

一种高效准确的预测铣削稳定性的方法。

5 结论

针对考虑再生颤振的铣削动力学模型，本文提出了

三阶牛顿 – 埃尔米特插值全离散法预测铣削稳定性。
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图2 本文方法两自由度收敛速度

Fig.2 Convergence rate of the proposed method for two degree-of-freedom
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图3 1stFDM、3rdUFDM和文中方法对于单自由度模型的稳定性叶瓣图

Fig.3 Stability lobes of 1stFDM, 3rdUFDM and proposed method in this paper for a single degree of freedom model
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图4 1stFDM、3rdUFDM和文中方法对于双自由度模型的稳定性叶瓣图

Fig.4 Stability lobes of 1stFDM, 3rdUFDM and proposed method in this paper for two-degree-of-freedom model
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（1）通过对局部离散误差的分析可知，文中方法的

计算精度比 1stFDM 和 3rdUFDM 的计算精度分别提高

约 93% 和 79%。随着轴向切削深度增加，文中方法在

较少的离散数时能达到 1stFDM 和 3rdUFDM 较多离散

数时的局部离散误差。

（2）在单自由度铣削模型中，随着离散数的增加，

以上 3 种方法的计算精度都逐渐提高。当离散数相同

时，文中方法的计算精度高于 1stFDM 和 3rdUFDM，

并且计算效率也是最高的。在双自由度铣削模型中，

当离散数相同时，3 种方法的计算精度相当，但文中方

法的计算效率比 1stFDM 提高约 21%，比 3rdUFDM
提高约 9%。

（3）试验表明，文中方法可以高效准确地预测铣削

稳定性。
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